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Uvod

U ovom predavanju upoznat ¢emo se s osnovnim principima prebrojavanja i primjenjivati ih u raznim kombinatornim
zadacima. Prije samog prebrojavanja korisno je odrediti:

e Sto to¢no zelim prebrojati? Je li lakse prebrojati nesto s odredenim svojstvom ili ono sto nema to svojstvo pa
oduzeti od ukupnog broja?

e Postoji li neka pravilnost? Mogu li ju uociti raspisivajué¢i male primjere?

e Mogu li primijeniti neku od karakteristicnih metoda i principa (npr. metoda kuglica i Stapiéa, indukcija,
Dirichletov princip)?

Neki od osnovnih principa prebrojavanja:

e princip sume (broj elemenata unije disjunktnih skupova jednak je sumi broja elemenata tih skupova - ako
imamo 5 jabuka u jednoj kosari i 4 kruske u drugoj kosari tada imamo ukupno 5 4+ 4 = 9 komada voca)

e princip produkta (broj elemenata Kartezijevog produkta kona¢nih skupova jednak je umnosku broja elemenata
skupova - u ormaru imamo 3 jakne i 7 majici, tada imamo 3 - 7 = 21 parova (jakna, majica))

e princip kvocijenta (reformulacija principa produkta)

e princip bijekcije (dva su skupa ekvipotentna ako i samo ako postoji bijekcija izmedu njih - ako svakoj lijevoj
cipeli mogu jedinstveno pridruziti desnu cipelu tada ih imam jednako)

e princip matematicke indukcije (baza, pretpostavka i korak)

e Dirichletov princip (ako k + 1 zeceva Zelimo smjestiti u k kutija barem jedna kutija imat ée vise od 1 zeca)
Oznake:

e faktorijele: n!l=n-(n—1)-... -1 (posebno, 0! = 1)

e binomni koeficijent (n pouvrh k) oznacava broj k-¢lanih podskupova n-¢lanog skupa:
n\ n!
k) kl(n—k)

Uvodni primjeri

1. (a) Koliko ima razli¢itih ¢etveroznamenkastih brojeva?
(b) Koliko ima razli¢itih ¢etveroznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke razlicite?
(¢) Koliko ima razlic¢itih éetveroznamenkastih brojeva koji ne sadrze znamenku 3?7
(d) Koliko ima razli¢itih ¢etveroznamenkastih brojeva koji sadrze toéno jednu znamenku 57
2. (a) Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 100 koji su djeljivi s 37
(b) Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 100 koji su djeljivi s 3 ili 47

3. Na koliko nacina 10 ucenika moze stati u red?



4. *(malo tezi zadatak, ali koristi vrlo bitnu ideju) Na koliko na¢ina mozemo od 10 razli¢itih kuglica koje imamo
na raspolaganju odabrati njih 77

Laksi zadaci

5. Marin slaze sendvi¢ za popodnevnu uzinu. U hladnjaku mu je majka ostavila 2 razlic¢ita peciva, 4 vrste sira
te 3 razlicite Sunke. Na koliko nac¢ina Marin moze sloziti svoj sendvi¢, ako izmedu dvije polovice peciva zeli
staviti to¢no jednu vrstu sira i to¢no jednu vrstu Sunke?

6. Marko je nacrtao pravokutnik dimenzija 20 x 15 i crtama ga podijelio na jedini¢ne kvadrate. Koliko ukupno
kvadrata ima na toj slici?

7. (a) Na koliko se razli¢itih na¢ina moze postaviti n topova na Sahovskoj plo¢i n x n tako da se topovi ne
napadaju? Topove medusobno ne razlikujemo, a konfiguracije koje dobijemo rotiranjem ili zrcaljenjem
smatramo razli¢itima.

(b) Koji bi odgovor bio u slu¢aju da topove razlikujemo jer su svi medusobno razli¢ite boje?

8. Na Zimskom matematickom kampu 16 uenika i mentora odlucilo je odigrati partiju mafije. Igraci se dijele
po ulogama od kojih je jedna voditelj igre. Dok se igra mafija svi sudionici osim voditelja igre moraju sjesti
u krug.

(a) Na koliko nac¢ina nasih 15 ucenika i mentora koji igraju mogu to ué¢initi? (Dva nacdina se smatraju istima
ako se jedan moze dobiti iz drugoga rotacijom kruga.)

(b) Na koliko na¢ina mogu to uéiniti ako Petar i Ana svakako Zele sjediti jedno do drugoga?
9. Koliko postoji peteroznamenkastih parnih palindroma?
Umjereni zadaci

10. Zadan je dvanaesterokut s nacrtanim svim stranicama i dijagonalama. Na koliko nac¢ina mozemo odabrati
duzinu s krajnjim tockama u vrhovima dvanaesterokuta?

11. Koliko anagrama ima rije¢ MATEMATIKA?

12. Na koliko nac¢ina su ucenici i mentori iz 7. zadatka mogli podijeliti uloge ako su uloge: 1 voditelj igre, 5 mafija,
2 doktora, 1 policajac i 7 civila?

13. Odjeljak vagona ima dvije klupe po 4 mjesta. Od 8 putnika njih 3 Zele sjediti s licem okrenutim u smjeru
voznje vlaka, 2 u suprotnom smjeru, a ostalima je svejedno. Na koliko se nac¢ina putnici mogu smjestiti?

Tezi zadaci
14. (a) Koliko ima najkraéih puteva u cjelobrojnoj mrezi od tocke (—1,0) do tocke (5,7)?
(b) Koliko je takvih puteva koji ne prolaze tockom (2,3)?
15. Koliko ima peteroznamenkastih prirodnih brojeva s parnim brojem parnih znamenaka?

16. Na raspolaganju imamo 7 olovaka. Na koliko razli¢itih nac¢ina mozemo odabrati olovke za ponijeti na preda-
vanje? Mozemo ponijeti izmedu 0 i 7 olovaka, ukljucivo.
17. (a) Koliko pozitivnih djelitelja ima broj 6007
(b) Koliko pozitivnih djelitelja ima proizvoljan prirodni broj n?
18. 100 kvadratnih omotnica razli¢itih veli¢ina rasporedeno je tako da se za svake dvije razli¢ite omotnice manja
omotnica nalazi unutar vece ili su omotnice jedna izvan druge. Pritom se i u manjoj i u ve¢oj omotnici mogu

nalaziti i druge omotnice. Dva rasporeda smatramo razli¢itima ako postoje dvije omotnice koje se u jednom
rasporedu nalaze jedna unutar druge, a u drugom ne.

Koliko ima razli¢itih rasporeda u kojima se unutar najvete omotnice nalaze sve ostale?

Hintovi



10.
11.

12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.

(a) Prva znamenka moze biti bilo koja osim 0, znaéi da imamo 9 razli¢itih znamenki na raspolaganju za
odabrati znamenku tisuéica. Na koliko nacina mozemo odabrati znamenku stotica? Pokusajte iskoristiti
princip produkta.

(b) Prvu znamenku ponovno mozemo odabrati na 9 nacina (sve osim 0), ali koliko sada imamo izbora za
drugu znamenku ako Zelimo razli¢ite znamenke, a jednu iz skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9} smo stavili na
prvo mjesto? Sada smijemo birati 0, ali ne smijemo onu koju smo odabrali na prvo mjesto!

(¢) Buduéi da sada ne zelimo da na$ broj sadrzi znamenku 3, imamo po 1 manje izbor na svakom mjestu!

(d) Znamenka 5 mozZe stajati na to¢no jednom od 4 mjesta u broju. Rastavite na slucajeve po tome na kojem
mjestu se nalazi 5, a zatim iskoristite princip sume (sluc¢ajevi kada je 5 na prvom i npr. drugom mjestu
su disjunktni)!

(a) Sto nam govori 100 = 33 -3 + 17

(b) Koliko ih ima koji su djeljivi samo s 3?7 A samo sa 47 Jesmo li nesto brojali vise puta?
Prvu osobu mozemo odabrati na 10 nac¢ina. Na koliko nacina mozemo odabrati drugu osobu? A treéu?
Pokusajte iskoristiti binomni koeficijent.
Iskoristite princip produkta.
Koja je najveta moguéa duljina stranica kvadrata?

(a) Princip produkta. Topovi se medusobno napadaju ako se nalaze u istom retku ili stupcu. To znadi da u
svakom retku i stupcu mozemo imati maksimalno po 1 top.

(b) Sada ne biramo samo retke/stupce u kojima se topovi nalaze, nego biramo i topove, buduéi da ih
razlikujemo.

(a) Mozemo bez smanjenja opéenitosti fiksirati jednu osobu. Tada, gledajuéi u jednom smjeru (recimo smjeru
kazaljke na satu), biramo po jednu osobu koja ée sjediti na sljede¢em mjestu.

(b) Petra i Anu moZemo shvatiti kao jednu osobu pa tako sada trebamo smjestiti 14 ljudi u krug. Kako sve
Petar i Ana mogu zajedno sjesti?

Buduéi da trazimo palindrome nije potrebno zasebno odabirati svaku znamenku.
Odabir duzine ekvivalentan je odabiru 2 razlic¢ite tocke.

Razli¢ita slova koja imamo na raspolaganju su {M, A, T, E, I, K}. Oprez, 2 slova M medusobno nisu razli¢ita.

~

Ne smijemo previse puta brojati istu "rijec”.
Sli¢no kao prosli zadatak, razli¢ita slova su razlic¢ite uloge.

Prvo smjestimo putnike s izrazenom zeljom mjesta sjedenja, a na kraju one kojima je svejedno. Na kojim
mjestima mogu sjediti osobe koje zZele sjediti s licem okrenutim u smjeru voznje vlaka?

(a) Najkraéi putevi sastoje se samo od pomaka desno i gore, a cijeli put moZemo shvatiti kao niz takvih
pomaka.

(b) Princip sume! Koliko je puteva koji prolaze tom tockom? Koliko ih je bez restrikcija?
Odvojeno promatraj brojeve kojima je prva znamenka parna i one kojima je prva znamenka neparna.
Za svaku od olovaka imamo 2 izbora, mozemo ju odabrati ili ne.

(a) Rastavite broj na proste faktore.
(b) m=pi" ... pi*

Neka su omotnice oznacene brojevima tako da je najveca oznacena brojem 1, a najmanja 100. Na koliko
nacina mozemo staviti omotnicu 27 A k7

Rjesenja



1.

=~

9.

(a) 9-10-10- 10, na prvom mjestu moze stajati sve osim znamenke 0, a na ostalima moze biti bilo koja od
10 znamenki.

(b) 9-9-8-7, na prvom mjestu bilo $to osim 0, na drugom bilo §to osim znamenke koju smo odabrali na
prvo mjesto...

(¢) 8-9-9-9, slicno kao (a), ali sada nam znamenka 3 nije dozvoljena znamenka.

(d) Znamenka 5 mozZe stajati na toéno jednom od 4 mjesta u broju. To znadi da na jednom mjestu nemamo
izbora nego staviti znamenku 5, a na ostala mjesta ne smijemo staviti znamenku 5 (pazite, na prvom
mjestu ne smije biti ni 0). Buduéi da su slucajevi disjunktni koristimo princip sume.

1-9-.9.9 4+ 8-1-9-9 + 8-9-1-9 + 8:9-9-1
—_—— —— —— ——
5 na prvom mjestu 5 na drugom mjestu 5 na treéem mjestu 5 na ¢etvrtom mjestu
(a) 100 mozemo podijeliti na 33 grupe oblika {3k + 1,3k + 2,3k} i ostat ée nam jedan broj koji nismo nigdje
smjestili (100). Svaka ta grupa ima to¢no jedan broj djeljiv s 3, a to je 3k. Zato je broj trazenih brojeva

jednak 33. Primijetimo da je to cjelobrojni rezultat dijeljenja 100 sa 3.

1
(b) Prirodnih brojeva manjih od 100 djeljivih sa 3 ima 33, a djeljivih sa 4 ima 25 = % Ukupno je to

33 + 25 = 58. Medutim, jo$ ne mozemo koristiti princip sume jer nemamo disjunktne skupove, brojeve
100

djeljive sa 12 (njih ima {IQJ = 8) ubrojali smo i u one djeljive sa 3 i u one djeljive sa 4. Zato je rjesenje

33 425 — 8 = 50.

Prvu osobu u redu mozemo odabrati na 10, drugu na 9 (bilo tko osim osobe na prvom mjestu)... Koristimo
princip produkta i dobijemo rjesenje 10!. Ovo jos zovemo i permutacijom skupa.

Zamislimo da kuglice zelimo poslagati u niz tako da ¢e prvih 7 biti one koje smo odabrali, a ostale ne.
Kuglice moZemo poslagati u niz na 10! nac¢ina (vidi prosli zadatak), ali sada smo neke slucajeve previse puta
prebrojali! Poredak kuglica koje smo odabrali (i onih koje nismo) nije nam bitan, Sto znac¢i da sada trebamo
“ubiti permutacije”. Permutacija prvih 7 kuglica ima 7!, a ostatka 3!. RjeSenje je zato bas binomni koeficijent:

(7)o

Pecivo mozemo pdabrati na 2 nacina, sir na 4, Sunku na 3. Rjesenje je 2-4 -3 = 24.
zupanijsko 2009, SS1A, 5

(a) Buduéi da u svakom retku i stupcu smijemo imati po 1 top, za svaki redak biramo stupac u koji ¢emo
staviti top. U prvom retku top moZemo postaviti bilo gdje (n slobodnih mjesta), u drugom retku smijemo
ga postaviti bilo gdje osim u stupac u koji smo ve¢ stavili top (n — 1 opcija)... RjeSenje je zato n!.
(b) Fiksirajmo opet retke. Sada za svaki redak trebamo odabrati mjesto za top (stupac), ali i top (buduci
da ih razlikujemo). Tako dobijemo:
(n-n)-(n=1)-(n—=1))-... (1-1) = (n))?

—— ——
1. redak 2. redak n-ti redak

(a) Fiksirajmo jednu osobu (Ne moramo ju birati, inafe ¢emo kao razli¢ite rasporede brojati rasporede
nastale rotacijom!). Osobu koja sjedi kraj fiksirane osobe mozemo odabrati na 14 nacina (bilo tko od
ostatka igraca), i tako redom za svako sljede¢e mjesto imamo po 1 igra¢a manje na izbor. Rjesenje je
zato (15 — 1)!. Alternativno, mogli smo ispermutirati sve igrace i posjesti ih u krug (15!), ali podijeliti s
brojem rotacija koje ¢ine isti raspored sjedenja (takvih je po 15).

(b) Petra i Anu mozemo shvatiti kao jednu osobu pa takvih rasporeda sjedenja ima (14 —1)!, ali Petar i Ana

13!

mogu zajedno sjesti na 2! = 2 nacina (Petar lijevo, a Ana desno ili obratno). Zato je sada rjesenje ?

Na prvom mjestu ne moze biti znamenka 0 $to znac¢i da niti na zadnjem mjestu peteroznamenkastog parnog
palindroma ne smije biti znamenka 0. S druge strane, buduéi da Zelimo parni palindrom, prva i zadnja
znamenka moraju biti parne. Nadalje, druga i ¢etvrta znamenka mogu biti bilo kakve, ali iste, a za tre¢u
znamenku nemamo restrikcije. Iz toga nam slijedi da za prvu znamenku imamo 4 izbora (2,4, 6 ili 8), a drugu
i treéu po 10 izbora (bilo koje znamenke), a za ¢etvrtu i petu znamenku samo po 1 opciju (moraju biti jednake
drugoj i prvoj). Rjesenje je 4-10- 10 = 400.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm

10.

11.

12.

13.

14.

Jednu duzinu mozemo odabrati biranjem 2 od moguéih 12 toc¢aka. To mozemo uciniti na (122) nacina. Pri-
mijetimo sada da je to ekvivalentno biranju jedne od svih istaknutih duzina. Budué¢i da broj nacina za to
odabrati mora biti isti (samo smo drugacije interpretirali zadatak), zakljué¢ujemo da je ukupan broj duzina

to¢no (122) jer (122) = (”f) gdje je m ukupan broj duzina. Sada lakse dobivamo i odgovor na drugo pitanje,
12
buduéi da trebamo od ukupnog broja duzina odabrati 3, a to mozemo na ((?),)) nacina.

1. nacin

Permutacija slova ima 10!, ali ra¢unajuéi da ista slova razlikujemo. Koriste¢i ideju iz zadatka 4, trebamo
10!

"ubiti permutacije” istih slova (npr. za M to je 2!). Tako dobivamo rjesenje 39

II. nacin

Buduéi da trazimo anagrame imamo 10 mjesta koje trebamo popuniti slovima rije¢i MATEMATIKA. Za
slovo M trebamo odabrati 2 od tih 10 mjesta na koje ¢emo ih staviti, za slovo A trebamo 3 mjesta od ostatka
(10 — 2 = 8) itd. Dakle, rjesenje je

Sli¢no kao u proslom zadatku mozemo ovo rijesiti na 2 nac¢ina. Pokazat ¢emo prvi na¢in. Imamo 16 ljudi

kojima trebamo dodijeliti uloge. Zamislimo ovo na sljedeéi nac¢in: poslozimo 16 stolica u niz i na svaku stavimo

papiri¢ sa ulogom tako da to odgovara zeljenom broju odredenih uloga za igru. Sve igrace mozemo posjesti

na te stolice na 16! nac¢ina. Medutim, nije nam bitno jesu li doktori Petar i Ana ili Ana i Petar. Zato moramo

“ubiti permutacije”, odnosno prebrojati koliko smo puta vise brojali raspodjelu uloga time $to smo razlikovali

slucéajeve Petar - Ana i Ana - Petar. Za svaku od uloga brojali smo totno (broj igraca s tom ulogom)! puta
16!

vise raspodjela. Zato je rjeSenje T sl a1

Odaberimo prvo mjesta na kojima ¢e sjediti 3 putnika u smjeru voznje, to mozemo na (g) jer imamo 4 takva
mjesta na raspolaganja. Oni mogu sjediti na tim mjestima u bilo kojem poretku pa imamo 3! (na koliko nac¢ina
ih mozemo posloziti u niz i tim redom im pridruziti mjesto za sjedenje). Sli¢no napravimo i s 2 putnika koji
zele sjediti suprotno od smjera voznje: (3) -2

Za kraj nam je joS preostalo smjestiti 3 putnika kojima je svejedno gdje sjede na 3 preostala slobodna mjesta.
Za prvo mjesto putnika mozemo odabrati na 3 nacina, za drugo na 2 i za tre¢e na 3. Tako dobivamo konac¢no

rjesenje:
4 3! 1 20 -3-2-1
3 ! 9 !
— —

ostali
smjer voznje suprotan smjer

(a) Promotrimo najkraée puteve od tocke (a,b) do tocke (¢, d), pri ¢emu je a < ¢ i b < d. Najkradi putevi u
tom slucaju sastoje se samo od pomaka gore i desno, i to toéno (¢ — a) desno i (d — b) gore. Shvatimo li
cijeli put kao niz odredenog broja znakova G (gore) i D (desno), broj razli¢itih puteva dobit éemo kao

broj razli¢itih takvih nizova. Niz dobijemo odabirom mjesta za znakove (recimo) G, a to mozemo ucliniti

ukupno pomaka) __ (c—a+d—b ¥
na ( pomaka gore ) - ( d—b ) nacina.

Sadauza=—1,b=0, c=51id="7 dobivamo rjesenje

(C- om0y (1)

(b) Da bismo pronasli odgovor na ovo pitanje potrebno je prebrojati puteve koji prolaze tockom (2, 3) i taj
broj oduzeti od ukupnog broja puteva od (—1,0) do (5,7).
Da bi put prolazio zadanom tockom moramo pronaci broj najkra¢ih puteva od pocetne tocke do usputne
zadane tocke i od zadane tocke do zavrsne tocke (i tada primijenimo princip produkta jer zapravo imamo
ureden par dva puta). Tako dobivamo da je rjeSenje

()¢ ET)-(-00

svi putevi prvi dio puta drugi dio puta




15. Zupanijsko 2003, SS4A, 2

16. Bududi da svaku olovku mozemo i ne moramo staviti u podskup odabranih olovaka, imamo toéno 2 mogucnosti
za svaku. Ako svaki podskup olovaka shvatimo kao niz 01 1 (pri ¢emu 0 ozna¢avam da ta olovka nije odabrana,
a 1 da je) trebamo samo naéi broj svih takvih uredenih nizova. Za svako od 7 mjesta (imamo 7 olovaka na
raspolaganju) imamo 2 opcije (0 ili 1) pa je broj takvih nizova 27.

17. (a) Primijetimo da vrijedi 600 = 23 - 3! - 52, Svaki djelitelj broja 600 mozemo konstruirati tako da prostim
faktorima 2, 3 i 5 pridruzimo neku potenciju s kojom ¢e uéi u rastav djelitelja na proste faktore. Neka je o
potencija prostog faktora p u rastavu broja 600. Tada za potenciju k od p u djelitelju kojeg konstruiramo
mora vrijediti 0 < k < «, $to je a + 1 moguénost. Koriste¢i princip produkta (svaki djelitelj je uredena
trojka potencija prostih faktora) dobivamo da broj 600 ima (34+1)-(14+1)-(2+1) =4-2-3 =24
djelitelja.

(b) Broj n mozemo rastaviti na proste faktore kao n = p{" - ... - pp*. Analognim zakljuc¢ivanjem kao u
prethodnom dijelu zadatka dobivamo da je broj djelitelja prirodnog broja n jednak

(a1 +1) - (aa+1) ... (o + 1).

18. drzavno 2014, SS2A, 5
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