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Uvod

Zadatci u kojima treba dokazati kolinearnost triju tocaka, tj. treba pokazati da tri tocke leze na istom pravcu znaju
izazivati bojazan kod ljudi. Sa zadacima s konkurentnim pravcima, tj. tamo gdje treba dokazati da tri pravca
prolaze istom tockom, bojazan je jos veta. Kako pristupiti takvim zadatcima?

Sre¢om, ova dva problema cesto se mogu svesti i preformulirati u nesto jednostavnije i pristupacnije, a postoje i
konkretni rezultati o kolinearnosti i konkurentnosti koji u odredenim situacijama znaju biti vrlo korisni.

Nabrojimo samo za pocetak neke opcenite i jednostavne ideje za pristup ovakvim zadatcima; ovdje ih stavljam
samo zato da budu na jednom mjestu, najbolji nac¢in da ih se ¢ovjek sjeti ili nauci je naravno kroz rjesavanje zada-
taka.

Kako pokazati da tocke A, B i C leze na istom pravcu?

e L/ABC = 180°, ako je B "izmedu” AiC

|AC| = |AB| + | BC|, isto uz pretpostavku da je B "izmedu” Ai C

/DAB = Z/DAC, ako je A "ispod” ili ”iznad” B i C, gdje je D neka Cetvrta tocka
e ne zvudi revolucionarno, ali je: pokazati da C' lezi na pravcu AB

e varijacija prethodne: ako je p neki pravac kroz A, i ako BC sije¢e p u A’, pokazati da je A = A’ (npr. pokazati
|[AA| =0

e ako se pravci p i ¢ sijeku u A, pokazati da su p, ¢ i BC konkurentni, $to nas navodi na pitanje:

Kako pokazati da pravci p, ¢ i r prolaze istom tockom?
Pa, ako je T sjeciste od p i ¢, pokazati da se T nalazi na pravcu r. Dokazivanje konkurentnosti mozemo tako
prakticki svesti na dokazivanje kolinearnosti.

Uvodni zadatci

1. Neka je I srediste upisane kruznice AABC, a M i N tocke redom na stranicama AB i AC, takve da je
/ABI = /ZNIC i ZACI = ZMIB. Dokazite da su M, I i N kolinearne.

2. Neka je C'H visina siljastokutnog trokuta AABC, a tocke O srediste njemu opisane kruznice. Ako je T’ noZiste
okomice iz tocke C' na pravac AO i P poloviste duzine BC, dokazite da su tocke T', H i P kolinearne.

3. Neka je AABC' s tupim kutom kod vrha B, neka su D i E polovista stranica AB i AC redom, F tocka na
stranici BC' takva da je ZBF'E pravi, te tocka G na duzini DFE takva da je ZBGEFE pravi. Dokazite da tocke
A, F i G leze na istom pravcu ako i samo ako je 2|BF| = |CF]|.

4. Dokazite da se simetrale stranica AABC sijeku u jednoj tocki (srediStu opisane kruznice).
5. Dokazite da se teziSnice AABC sijeku u jednoj tocki (tezistu).
Konkretniji rezultati

Iskazimo dva uistinu opéenita i bitna rezultata:



Cevin Teorem Neka su A;, By, C; totke na stranicama BC, CA i AB trokuta ABC. Dokazite da su pravci
AA,, BB; i CCy konkurentni ako i samo ako vrijedi jednakost

|[AC1| |BAi| [CB] -1

|C1B| |AC| |B1 4]

Menelajev teorem Neka su totke B; i C; na stranicama AC i AB, a tocka A; na produzetku stranice BC,
trokuta ABC. Tocke A, By i C su kolinearne ako i samo ako vrijedi jednakost

[ACi| [BAY| |CBi| _ 1
|C1B| [A1C]  [B1 4]

Primijetimo da, koriste¢i navedene teoreme, u odredenim situacijama mozemo zakljuciti da su pravci konkurentni
(ili tocke kolinearne) bez da iSta znamo o sjecistu tih pravaca (odnosno o pravcu na kojem leze tocke).
Takoder, primijetimo da izrazi izgledaju isto u oba teorema, no treba pripaziti - skice nisu!

Sljedecée dva rezultata nisu toliko opéenita, medutim mogu se prikriveni pojaviti u zadacima i korisno ih je zapamtiti:

Teorem o Eulerovom pravcu Srediste S opisane kruznice, teziste T i ortocentar H proizvoljnog trokuta ABC'
su kolinearne tocke. Pravac na kojem leze nazivamo Eulerov pravac.

Teorem o Simsonovom pravcu Dan je trokut ABC' i proizvoljna tocka P na njemu opisanoj kruznici. Oznac¢imo
s Ay, By i C; nozista okomica iz P redom na pravce BC, AC' i AB. Tocke Ay, By i C7 su kolinearne i leze na
pravcu kojeg nazivamo Simsonov pravac.

Nadalje, ako imamo dvije kruznice k1 i ko mogli bismo se pitati gdje su sve tocke koje imaju jednaku potenciju s
obzirom na kruznicu k; i kruznicu ky. Odgovor je da se sve takve tocke nalaze na pravcu koji se naziva radikalna
os kruznica kj i ko. Dapace, sve tocke radikalne osi imaju jednaku potenciju s obzirom na k; i ko. Radikalna os
je okomita na pravac koji povezuje sredista kruznica kq i k2. Ako su A i B sjeciSta (ne nuzno razli¢ita) od kq i ks,
radikalna os prolazi kroz A i B. Vrijedi i sljede¢i bitan teorem:

Teorem o radikalnom sredistu Dane su tri kruznice ki, ko i k3 s nekolinearnim sredistima. Tri radikalne osi
parova tih kruznica sijeku se u jednoj tocki. Tu tocku nazivamo radikalno srediste i ona je jedinstvena tocka
koja ima jednaku potenciju s obzirom na sve tri kruznice.

Konkretniji zadatci
6. Dokazite da se tezisnice trokuta sijeku u jednoj tocki koriste¢i Cevin teorem. Pokazite isto za simetrale kutova.

7. Neka je U srediste upisane kruznice AABC. Neka su Ay, By i Cq nozista okomica iz U redom na stranice
BC, AC i AB. Dokazite da su pravci AA;, BBy, i CCy konkurentni. TocCka u kojoj se sijeku naziva se
Georgennova tocka.

8. Dokazite teorem o Simsonovom pravcu.

9. Totkom P dane kruznice k povucimo tri razlicite tetive TA, TBiTC. Neka su ky, ks, k3 kruznice kojima su
redom T'A, TB i TC promjeri. Ako su D, E i F preostala sjecista (jedno je uvijek tocka T') redom kruZnica
ko i ks, k11 k3 te ky i ko. Dokazite da tocke D, F i F' leze na jednom pravcu.

10. Neka su p i g paralelni pravci i k kruznica koja dira p u A i sijece ¢ u B i C. Na pravcu p odabrana je tocka T
takva da pravci BT i CT sijeku k na kracem luku AC u tockama K i L redom. Neka je M poloviste duzine
AT. Dokazite da su tocke K, L i M kolinearne.

11. Neka su k; i ko kruZnice s promjerima AP i AQ. Neka je T drugo sjeciste kruznica k; i ks. Neka je Q' drugo
sjeciste kruZznice ki i pravca AQ, a P’ drugo sjeciSte kruZnice ko i pravca AP. KruZnica k3 prolazi tockama
T, Pi P’  a kruznica k4 tockama T, Q i Q'. Ako je H drugo sjeciSte kruznica k3 i k4, dokazite da su tocke
A, T i H kolinearne.
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. Koliko je ZMIN?

Neka je tocka @ sjeciste pravca TH i duzine BC. Dovoljno je pokazati da je @ poloviste BC.
Koja je veza kolinearnosti tocaka A, F'i G te |[F'B| i |GD|?
Oznacimo sjeciste dviju simetrala stranica sa S. U kakvom su odnosu udaljenosti S od vrhova trokuta?

Promatramo sjeciSta teziSnica u parovima, neka su dva takva sjecista T'i T7. Ako je AA; teziSnica iz vrha A,
u kakvom je odnosu |AT|, odnosno |AT'| s |AA;|?

Teorem o simetrali kuta
Vrijedi |AB;| = |AC4|, analogna je situacija kod ostalih vrhova.
Dovoljno je pokazati /PC;A; = Z/PCyB;. Povucimo PAiPB. Koji su sve cetverokuti tetivni?

Zelimo primijeniti Teorem o Simsonovom pravcu. Primjerice, primijetimo da se tocka D nalazi na pravcu
BC...

Neka je totka M’ sjeciste pravaca KL i p. Dovoljno je pokazati da je M’ poloviste AT. Promotrimo njezinu
potenciju, AM'TL i AM'TK...

Primijetimo da tocke P, P/, Q i Q' leZe na jednoj kruZnici - neka je to kruznica k. Koja tocka je radikalno
sredi$te kruznica k, k3 1 k4?
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. Drzavno 2003., 4.r.

. Drzavno 2009., 4.r., A

. Drzavno 2012., 1.r., A

. Elementarna geometrija, str.30.
. Elementarna geometrija, str.29.

. Neka su AA;, BB; i CC tezisnice. Tada je |BA;| = |A1C| i analogno je za preostale dvije stranice te

uvrstavanjem toga jednakost iz Cevinog teorema vidimo da su pocetni pravci konkurentni.

U slucaju simetrala kutova AA; ..., gdje su AAy, ... prirodno odabrane oznake, sjetimo se Teorema o simetrali
kuta (Teorem 4.2.) prema kojem je |[BAl| : |[A1C| = |AB]| : |AC| i analogno za ostale, pa uvrstavanjem u
Cevinu jednakost kra¢enjem dobivamo trazeno i zakljucujemo da su pravci konkurentni.

. Primijetimo da je AAC1U = AAB U s$to povladi |[AC,| = |ABy]. Sliéno dobivamo |BCy| = |BA;| i |[CA4| =

|C By|. Direktnom primjenom Cevinog teorema slijedi trazeno.

. Povucimo PB i PA. Jer su Z/PC1B i /PA,B pravi, éetverokut PBC}A; je tetivan (s opisanom kruznicom

kojoj je promjer PB). Zbog toga je ZPC1A; = ZPBA; (obodni kutovi nad PA;). Cetverokut ABPC' je
jasno tetivan pa /ZPBA; = /PBC = /PAC (obodni kutovi nad PC). Sli¢no kao i za PBC; A; zaklju¢ujemo
da je PC1AB; tetivan stoga ZPAC = ZPAB; = ZPC1B; (obodni kutovi nad PBj). Spajanjem jednakosti
dobivamo /PC1 Ay, = Z/PC1 By, iz ¢ega je jasno da su By, A; i Cy kolinearne.

. Tocka D se nalazi na pravcu BC' jer su zbog Talesovog poucka /BDT = ZCDT = 90°, pa je ZBDC =

/BDT + /CDT = 180°. Stovise, D je noziste okomice iz T na BC. Analogno, E je noziste okomice iz T
na AC i F je noziste okomice iz T na AB. Kolinearnost tocaka D, F i F sada direktno slijedi iz Teorema o
Simsonovom pravcu, primijenjenog na AABC i tocku T

Online predavanja, Zad. 4.

Drzavno 2013., 4.r., A
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