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Uvod

Matematicka indukcija je metoda matematickog dokazivanja. Treba dokazati da neka tvrdnja koja ovisi o n € N
vrijedi za sve prirodne brojeve n. U tu svrhu, prema principu matematicke indukcije, dovoljno je napraviti sljedeca
tri koraka:

(i) baza indukcije (n = 1): Pokazati da tvrdnja vrijedi za n = 1,
(ii) induktivna pretpostavka (n = k): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj k,

(iii) korak indukcije (n = k+1): Koristeéi induktivnu pretpostavku treba pokazati da tvrdnja vrijedi i za prirodan
broj k + 1.

Tada ta tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

Zagrijavanje
1. Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi jednakost: 1 +3+5+ ...+ (2n — 1) = n?.
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2. Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi jednakost: 13 + 23 + ... +n® = (w) .
3. Dokazite da je n < 2™ za svaki prirodan broj n.

Laksi zadaci

-, . e . . (n—3)
4. Dokazite da je broj dijagonala pravilnog n-terokuta jednak %

5. U nogometnom prvenstvu sudjeluje n timova i svatko igra protiv svakog tocno jednom. Dokazite da je ukupno

odigrano @ utakmica.
6. Dokazite da za svaki prirodan broj n 11]23"™ —1

7. Dokazi da je za svaki prirodni broj n, broj 222...2 —3™ + 1 djeljiv brojem 7.
——
n znamenki
8. Dokazite da je postanskim markama vrijednosti 3 kn i 5 kn moguce platiti svaku cjelobrojnu postarinu od 8
kn na vise.

Umjereni zadaci

9. Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi :1 4+ v2 4+ V3 + ... + vn < "QT%

10. U ravnini je nartano n kruznica (proizvoljnij polumjera i u proizvoljnom medusobnom polozaju). DokazZie da
se tako dobivena karta moze obojati dvjema razli¢itim bojama tako da su svaka dva susjedna polja obojana
razli¢itim bojama.

11. Dokazite da je \/2 +V2+ ...+ V2 = 2cos(557) za sve prirodne brojeve n.
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12. Ako je x + % cijeli broj, pokazite da je ™ + % cijeli broj, za svaki n € N.

Tezi zadaci



13.
14.

15.
16.

17.

Odredite sve funkcije f: Z — Z , takve da je f(x +y) = f(x) + f(y), za sve z,y € Z

U ravnini je dano n pravaca u opéem polozaju, tj. nikoja dva nisu paralelna i nikoja tri ne prolaze istom
tockom. Dokazite da oni dijele ravninu na w + 1 dijelova.

Motze li se plo¢a 3X2019 poplocati L triominama (plo¢icama od 3 kvadrati¢a u obliku slova L)?

U nekoj su drzavi svaka dva grada povezana jednosmjernim putem. Dokazite da postoji grad iz kojeg mozemo
podi i obiéi sve druge gradove, ali tako da svaki od njih posjetimo samo jednom.

Na kruznoj automobilskoj stazi nalazi se n jednakih automobila. U rezervoarima tih automobila nalazi se
gorivo (moguce je da su neki rezervoari prazni). Kad bi se gorivo iz svih automobila prelilo u jedan automobil,
on bi imao dovoljno goriva da obide ¢itavu stazu. Dokazite da postoji automobil na stazi koji moze obiéi ¢itavu
stazu ako dosavsi do nekog automobila pretoc¢i gorivo iz tog automobila u svoj rezervoar.

Hintovi
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. klasiéna matematicka indukcija

klasi¢na matematicka indukcija

Poveznica izmedu 2"+ i 27

Koliko dijagonala mozemo povudéi iz jednog vrha n-terokuta?

Ako u prvenstvo ubacimo dodatan tim, koliko se dodatnih utakmica odigra?

23" = 23 % 23" = 22 % 23" + 23"

Ako oznatimo s A, = @—3" + 1, pokuSajte pronaéi rekurzivnu relaciju koja povezuje A, i A,41 te ju
iskoristiti u koraku induk(?ije.

Napisite n u oblika 3a + 5b i promatrajte kako mozete zapisati n + 1

U koraku prvih n pribrojnika zamjenite sa desnom stranom

Kako ¢emo bojati novododanu kruznicu?

Niz zapisimo rekurzivno u obliku: a; = V2, i1 =2+ a,

Promotrite (z + 2)(z" + %) = ...

Uvrstimo « = y = 0 da dobijemo f(0) = 2/(0), pa dobivamo f(0) = 0. Neka je f(1) = c.

Prilikom koraka indukcije imamo n pravaca i njih sijece n 4+ 1. pravac i time dobivamo n novih tocaka i time
n + 1 dijelova na n + 1. pravcu koji pak ravnini daju koliko novih dijelova?

Probajte poplocati plo¢e malih dimenzija i iz toga izvuéi zakljucak
Probajte konstruirati poredak gradova da se zadani put moze izvrsiti.

Moze li jedan sigurno doé¢i do iduéeg automobila? Zamjenite dva automobila i promatrajte ih kao jednog.

Rjesenja

1.
2.
3.

4.

klasika
klasika
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https://www.scribd.com/doc/213684912/matemati%C4%8Dka-indukcija-zadaci
https://www.scribd.com/doc/213684912/matemati%C4%8Dka-indukcija-zadaci
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
https://mnm.hr/wp-content/uploads/2015/11/matematicka_indukcija.pdf
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. Po pretpostavci indukcije se u prvenstvu u kojem sudjeluje n timova odigra

% utakmica. Ako dodamo

jedan tim odigra se dodatnih n utakmica(mora odigrati sa svakim jednom). Time dolazimo do traZenog
rezultata.

. 237 1 =23%23" — 1 =22%23" + 23" — 1 §to je djeljivo s 11 po pretpostavci indukcije.
. Skolsko 2019., 4. razred.

. elementarna matematika 1

. elementarna matematika 1

elementarna matematika 1

elementarna matematika 1

Skica rjesenja: U koraku indukcije, primijetimo da vrijedi jednakost 2" + —r = (z+ 1) (2" + %) —a" 1 -

—i, pa koriStenjem jake indukcije imamo "' + Ly, 2" + L € Z iz Cega lako slijedi 2" + L+ € Z.

Izvor.

Neka a,, oznacava broj dijelova na koje ravninu podijeli n pravaca u opéem polozaju. U koraku indukcije,
skicom lako primijetimo da je odgovor na pitanje iz hinta n 4 1, jer jedan odsjecak n + 1. pravca daje jedan
novi dio ravnine; stoga je an+1 = a, + (n + 1), iz Cega lako slijedi korak indukcije.
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http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci/2019/2019-SS-skolsko-1234-zad+rj/2019-SS-skolsko-A-1234-rj.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~stojic/EM-indukcija-neki-zadaci-scan.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~stojic/EM-indukcija-neki-zadaci-scan.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~stojic/EM-indukcija-neki-zadaci-scan.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/~stojic/EM-indukcija-neki-zadaci-scan.pdf
https://natjecanja.math.hr/wp-content/uploads/2016/12/C-Indukcija-Grga.pdf
http://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf
http://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf
http://mnm.hr/wp-content/uploads/2016/10/Napredna_indukcija.pdf

