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Uvod

Matematicka indukcija je metoda matematickog dokazivanja. Treba dokazati da neka tvrdnja koja ovisi o n € N
vrijedi za sve prirodne brojeve n. U tu svrhu, prema principu matematicke indukcije, dovoljno je napraviti sljedeca
tri koraka:

(i) baza indukcije (n = 1): Pokazati da tvrdnja vrijedi za n = 1,

(ii) induktivna pretpostavka (n = k): Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za prirodan broj k,

(iii) korak indukcije (n = k+1): Koristeé¢i induktivnu pretpostavku treba pokazati da tvrdnja vrijedi i za prirodan

broj k + 1.

Tada ta tvrdnja vrijedi za svaki n € N.

Laksi zadaci

1.

7.

Dokazi matematickom indukcijom da vrijedi

1
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U
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za svaki n € N.

Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi: 12 +22 + 32+ ...+ n? = %.

Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi: 1% +23 +33 4 ...+ n% = (%)2
Dokazi da je broj 23" — 7n — 1 djeljiv s 49 za svaki prirodni broj n.

Dokazi da je broj 3™ — 2n? — 1 djeljiv s 8 za svaki prirodni broj n.

Principom matematicke indukcije dokazite da za sve n € N vrijedi:

n(n+1)(4n —1)
6

1-142-34+...4n-2n—1) =

Dokazite sljede¢u nejednakost za svaki prirodni broj n veéi od 2: 3™ > 2™ 4 3n.

Umjereni i tezi zadaci

8.
9.
10.

11.

Dokazite da za svaki prirodan broj n vrijedi: n! > 2""' n €N
Dokazi da je 2™ > n? za sve prirodne brojeve n > 4.

Matematickom indukcijom dokazite da je za svaki nenegativan cijeli broj n broj 169 - 13™ + 14 - 196™ djeljiv
sa 183.

Dokazite da je postanskim markama vrijednosti 3 kn i 5 kn moguce platiti svaku cjelobrojnu postarinu od 8
kn na vise.



12. Ping-pong loptice mozemo sloziti u pravilnu trostranu piramidu tako da donji sloj slozimo u jednakostrani¢ni
trokut s n loptica duz stranice, iduéi sloj u trokut s n — 1 loptica duz stranice, itd. Dokazite da je za piramidu
od n slojeva potrebno M loptica.

13. Nizovi (zy,) i (yn) zadani su rekurzivno:

o z1 =3,y =1

® Tyi1= 3%, + yn zasven €N

® Ypi1= 3y, + =, zasven € N.
Dokazi da je 23017 — y3917 = 82°17.

14. Na stolu su 2 neprazne hrpe graha. Dozvoljen potez je pojesti jednu cijelu hrpu i drugu rastaviti na dvije
neprazne hrpe. Igru igraju 2 igraca naizmjence a onaj koji ne moze napraviti potez gubi. Dokazi da ako
postoji hrpa s parno mnogo graha, prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju.

15. (Lema o rukovanju) U nekoj skupini ljudi neki su se ljudi medusobno rukovali. DokazZite da je broj ljudi koji
su se rukovali s neparnim brojem ljudi paran.

16. Odredite sve funkcije f: Z — Z , takve da je f(z +vy) = f(z) + f(y), za sve x,y € Z

17. Moze li se plo¢u dimenzija 3 x 99 poplocati L-triominama (plo¢icama od 3 kvadrati¢a u obliku slova L)?

18. Neka su aq, a9, ...,a, > 0 € R. Dokazi da je m‘% > ay- . ap.

Hintovi
1. klasi¢na matematicka indukcija
2. klasi¢na matematicka indukcija
3. klasicna matematicka indukcija
4. klasiéna matematicka indukcija (izraz je oblika 49 - z, gdje je x € Z)
5. klasiéna matematicka indukcija (kao i 4. zadatak)
6. klasicna matematicka indukcija
7. 3%3" > 3(2" + 3n)
8. klasi¢na matematicka indukcija

9. baza n = 4, klasi¢cna matematicka indukcija

10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.

iskoristi 169 = 183 — 14 ili 196 — 13 = 183

Dokazujemo da za svaki n prirodan broj postoje brojevi a,b koji su prirodni brojevi ili jednaki nula takvi da
jen = 3a + 5b. Koristimo generalizirani princip matematicke indukcije, pri ¢emu je ng = 8.

Na piramidu od n slojeva dodajmo najdonji n + 1. sloj.

uvrsti §to je Tpq1 1 Ynt1

Sto ako je jedna hrpa sacinjena od samo jednog graha?

gledaj moguénosti rukovanja P i N osobe, P i P osobe te N i N osobe

Uvrstimo z = y = 0 da dobijemo f(0) = 2f(0), pa dobivamo f(0) = 0. Neka je f(1) = c.

indukcijom ¢emo pokazati da se 3 n tabla moze pokriti za sve parne n i da se ne moze pokriti ni za jedan
neparni n



18. Neka tvrdnja vrijedi za n = k, a u koraku indukcije dokazujemo da vrijedi za n = 2k, a potom da vrijedi za
n=Fk—1.
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